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donde A es una cierta constante. En particular, para la funcién que depende
de =z,

X"(z) -+ AX(z) =0

Resolveremos esa ecuacion teniendo en cuenta que se tiene también, a partir
de las condiciones iniciales,

X(0)=X()=0. (3)

1. Supengamos por un momento que A = ¢* > (. Entonces se obtienen dos
soluciones linealmente independientes, X (z) = e y X(z) = ¢ y, por
tanto, X (x) = Ae® + Be ™ donde A y B son constantes arbitrarias.
Llevando estas soluciones a (3) resulta, inmediatamente, la solucién
trivial, que desecharemos, pues no satisface la condicién inicial.

2. Supongamos ahora A = 0. Se obtiene X (z) = Az + B. Llevando’de
nuevo esta solucién a (3) se obtiene otra vez la solucién trivial.

3. 5ino se quiere obtener la solucién trivial hay que suponer A = —¢* < 0,
con lo que se obtiene

X(z) = Acos(cz) + Bsin(ez).

Llevando esta solucion a (3 ) resulta que los autovalores son A, = —“—;_3-
con n € IN y sus correspondientes autofunciones X, () = sin(2%xz), para
ne V.

Utilizando los valores obtenidos para A en la ecuacién correspondiente a
la variable £, resulta

n 2ﬂ2

To(t) + k—

Tit)=0,Vnel,

cuya solucion general es:

2 a2
—kn=w=

T.(t) =ane” = *, 'V nelN.

Construimos la solucién formal come una serie

o9 22 22 nwT
u(z,t) = Z Uy, 1) = Z ane 1T sin(T). (4)
=1 n=1
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Caleularemos las constantes a,, n € IN de modo que
u(z,0) = f(z), O<a<l.

Por lo tanto, se debe tener

flz) =wu(z,0) = Z i, ('n,;r;t)‘

Esto representa la serie de Fourier de la extensién impar y 2[—periédica de
la funcién f, lo que permite identificar las constantes como los coeficientes
de Fourier de la funcion dada. Precisamente

Gy !/ f(s)sin n—n~}d3 VnelN. (5)
Llevando estas expresiones a (4) obtenemos entonces la solicién formal
u(z,t) (/ f(s)sin —)n’e) e = ‘bm(n?z). (6)

b) Se trata de un caso particular de la primera parte en el que la funcién
f es sin® en el intervalo [0, 7]. Basta aplicar la expresién obtenida en (5) con
lo que resulta

= —f sin® n(ns)ds =
% 1— cos(Zs))sin(-ns)dq =
o [sin(2 +n)s —sin(2 — n)s)ds,¥ n € IN.

(
= 2 [ sin(ns)ds — 5= |,

Por tanto, si n es par es inmediato que a,, = 0, mientras que si n es impar
se obtiene facilmente

172 1 1
== == 5 , n € IN.
% T (n 24n 2—?1)' B
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Llevando estos valores a (4) se puede escribir la solucién como

= 1/2 1 1 ity
o) = Z T (; C24m " 2— ﬂ-) c BB ).
n=0, n=1111pPAr






